KompAlg, Aufgabe 8 Florian Forster

Aufgabe 8
Teilaufgabe 1

Ty =Tp_1+2T, 2, xo=1,21=3

Charakteristisches Polynom:
XA =A% =2 -2

Nullstellen:

Mo -2 =
N = 2
Moo= 1

Umformen der Rekursion zu:
Ty = QAG + a1 AT

Lose dazu:
Ao %}
g, o = |xg,x
ol | 3 A | =t
1 2
[aOaal] |: 1 =1 :| = [1,3]
ag+a; = 1
2000 — a1 = 3
4
oy = g
1
ap = —=
! 3
Einsetzen:

4 1
Tn = aoAG + oAl = 52" — g(—l)"

Asymptotisches Verhalten: Da [A1] £ 1 ist A\g = 2 der dominante Eigenwert. Die Folge verhélt sich
entsprechend wie eine Zweierpotenz:

xn € 0 (2")
Teilaufgabe 2

Ty = —2Tp_1 + 152,29

Charakteristisches Polynom:
X(A) =A% +2) - 15

Nullstellen:
M42X-15 = 0
N = -5
A1o= 3
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Umformen der Rekursion:

2D A }
g, = [xg,x
ol [ 3 2| =t
1 -5
[ao,aﬂ [ 1 3 } = [1170,131}
g+ = xo
—5OZ0 + 30&1 = I
3 1
oy = 8.’170 8$1
o = g.’L‘Q + gl‘l
Einsetzen: 5 ) . )
T = 0pAf + a1 AT = (8170 — 8:61) (=5)" — (83:0 + 83:1) 3"

Asymptotisches Verhalten: Wenn «q # 0, dann verhélt sich x,, wie (—5)™. Wenn o = 0 gilt, folgt daraus
x1 = 3x¢. Sind in diesem Fall 2y und x; positiv, so strebt x, nach —oo; sind zy und x; negativ, strebt
z,, nach oco.

Teilaufgabe 3

Tp =3Tp_1— 3Tp_2 + Tp_3

Charakteristisches Polynom:
XA =A% =3 2 +3) 1

Nullstellen:

N33 —1=1-1°® = 0
A=A =\

Ao = 1 ist eine dreifache Nullstelle, daher sind die drei linear-unabhingigen Folgen

A0 = (1AM, = (A AN L) = (L1, 11,
AD = (e A),s0 = (0A% 10,202, .) = (0,1,2,3,...)
A@ = (n?A"),50 = (0%, 1N, 4N%, 1) = (0,1,4,9,...)

Basen des Vektorraums v. Siche Absatz 3.9 Mehrfache Nullstellen im Skript.
Es gibt ein Polynom zweiten Grades, p(x), fiir das gilt:

Tn = pm)A"
mit p(O))\O =0
P3N = 3
p(5)A° = 10
p(n)\" = (aono +ant + a2n2) A = agn® A" + an' A" + aen’A\t = o,

Da A = 1 und p(n) ein Polynom zweiten Grades ist folgt, dass sich jede Folge (xg,x1,x2,...) =
(p(0),p(1),p(2), . ..) mithilfe der obigen Rekursionsgleichung darstellen lisst. Insbesondere gilt das natiirlich
fiir die Folgen x;, x5 und x3 des Ubungsblatts.
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Losung mit n = {0, 3,5},y0 = 0,y3 = 3, y5 = 10:

0000 30X3 50X 7]
[ag, ar, ] | OTAO 3EA% 5TA5 = [Y0,¥3, V5]
02X0  32X3 52)°
1 1 17
[@g,1,02] | O 3 5 = [0,3,10]
09 25
@y =
ag+3a1 +9ay =
a0+5a1+25a2 = 10
Qp = 0
1
(5] = 75
1
(65) = 5
2 1 o_ 1o
p(n) = an®+an + aon :§n —§n
1 1
Yn = p(n))\n:§n2_§n

Da man weif}, dass yo, ys und y5 die Werte eines Polynoms zweiten Grades fiir n = {0, 3,5} sein miissen,
kann man die Losung natiirlich viel kiirzer ermitteln. Das gezeigte Vorgehen funktioniert so aber fiir
beliebige C-rekursive Folgen mit mehrfachen Nullstellen.

Teilaufgabe 4

A, B stochastische k x k-Matrizen. = Zeilensummen sind Eins:
k—1
Y aij=1 Vi=0...k-1
j=0
Analog fiir B. Bei der Matrix-Multiplikation ergeben sich die Zellen von C' = AB zu:

k—1
Cij = E aimbmj
m=0

Die Zeilensummen von C' sind also:

k—1

§ Cin

n=0

Teilaufgabe 6

Stochastischen Matrizen haben den dominierenden Eigenwert A = 1 mit dem rechten Eigenvektor y =

k—1 k-1

n=0m=0
k—1 k—1

Z Z Aim bmn

m=0n=0

k—1 k—1
Z Aim < bmn)

1 = C ist stochastische Matrix

1=(1,1,...,1), siche Abschnitt 4.4 im Skript.
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Da A eine doppelt stochastische Matrix ist, gilt das Selbe fiir die transponierte Matrix AT

AT = 17T
14" = 17
14 = 1

1 ist also auch ein linker Eigenvektor von A
= fiir n — oo sind alle Zeilen von A™ und alle Spalten von A™ identisch.
= alle Elemente in A™ sind identisch:

1
lim A" = |:a7;j = :|
nmee k 0<i,j<k
Teilaufgabe 7
o X1
[, a1 { 1 Ty } = [22, 73]
QoTo +a1xT1 = T2
QT + 12 = T3
5 1
[040,0[1] |: 1 29 :l = [29,—23]
agb + a1l = 29
apl + 0129 = =23
Qp = 6
a1 = -1
Die Rekursionsgleichung der Folge ist also:
Ty = —Tp_1+ 61’77,—2

Das charakteristische Polynom mit seinen Nullstellen ist:

XA = A +A-6
N = -3
Moo= 2

Damit folgt:
Ty = aoA§ + a1 AT = ap(=3)" + 12"

Da 1,8 = g # 0 folgt das asymptotische Verhalten entsprechend (—3)™. «; ist iibrigens 3,2, was aus dem
Rekursionsbeginn (ag + ag = 5) direkt folgt.

Folgeglieder:
n T,
197
-335
1517
-3527
12629
-33791
109565
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