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Motivation

» Fiir viele , spezielle” Probleme existieren gute
Approximationsalgorithmen

> Ist es moglich diese Algorithmen auch fiir ,normale" Instanzen
zu nutzen?

» Wie gut sind diese Losungen?
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Definition

Das Rundreiseproblem wird auch ,, Traveling Salesperson Problem*”
(TSP) genannt.

» Sei G = (V, E) ein vollstandiger, ungerichteter Graph mit
Kantengewichten

» Gesucht ist die kiirzeste (billigste) Rundreise, so dass jeder
Knoten genau einmal besucht wird (Hamiltonkreis)

Florian Forster Rundreiseproblem und Stabilitdt von Approximationsalg.



Das Rundreiseproblem

Das Rundreiseproblem

Das ATSP

Das Rundreiseproblem
NP-Vollstandigkeit

» TSP ist stark NP-vollstindig

» Approximationsalgorithmen mit relativer Giite kann es nur
geben, wenn P = NP

> Es gibt exakte Algorithmen mit Laufzeit O(n?-2") < O(n!)
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Varianten

» Asymmetischrs TSP: Hin- und Riickweg haben nicht
notwendigerweise die gleichen Kosten

» TSP mit Dreiecksungleichung (ATSP):
la—cl=la—=b—

» euklidisches TSP: Knoten haben euklidische Abstande
(beinhaltet Dreiecksungleichung)
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Das ATSP

» Fiir alle Knoten gilt die Dreiecksungleichung
= ,,Umwege sind teurer als direkt zu gehen"

» Problem immernoch NP-schwer

» Approximationsalgorithmen mit relativer Giite existieren:
2APPR mit Giite 2,
Christofides [2] mit Giite 3

» Diese Algorithmen werden im Folgenden kurz vorgestellt
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Approximationsalgorithmen fiir ATSP

rithmus

Approximationsalgorithmen fiir ATSP

Approximationsalgorithmen

» Approximationsalgorithmen fiir Optimierungsprobleme
berechnen , moglichst gute" Lésungen

» Die Abweichung vom Optimum ist nicht beliebig groB

> Laufzeit ist aber (verhaltnismaBig) gering
(also: polynomiell)
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Approximationsalgorithmen fiir ATSP

Approximationsgiite

» Das Verhiltnis von schlechtester approximierter zur optimalen
Losung heiBt Approximationsgiite
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Approximationsgiite

» Das Verhiltnis von schlechtester approximierter zur optimalen
Losung heiBt Approximationsgiite

» Zum Beispiel:
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Approximationsalgorithmen fiir ATSP

Approximationsgiite

» Das Verhiltnis von schlechtester approximierter zur optimalen
Losung heiBt Approximationsgiite

» Zum Beispiel:
» Optimale Lésung/Rundreise: 100
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Approximationsalgorithmen fiir ATSP

Approximationsgiite

» Das Verhiltnis von schlechtester approximierter zur optimalen
Losung heiBt Approximationsgiite
» Zum Beispiel:

» Optimale Lésung/Rundreise: 100
» Approximierte Lésung/Rundreise: 150
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Approximationsalgorithmen fiir ATSP

orithmus

Approximationsalgorithmen fiir ATSP

Approximationsgiite

» Das Verhiltnis von schlechtester approximierter zur optimalen
Losung heiBt Approximationsgiite
» Zum Beispiel:
» Optimale Lésung/Rundreise: 100

» Approximierte Lésung/Rundreise: 150
» = Giite mindestens 1,5
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Approximationsalgorithmen fiir ATSP
2APPR

» Sei H ein minimaler Spannbaum von G

» Berechne eine Eulertour auf HW H; liberspringe doppelte
Knoten

» Approximationsgiite 2 folgt aus der Minimalitdt des
Spannbaums und der Dreiecksungleichung
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Approximationsalgorithmen fiir ATSP
Beispiel fiir 2APPR
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Approximationsalgorithmen fiir ATSP
Beweis fiir die Giite von 2APPR

2APPR besitzt eine relative Giite von 2:

» Die Kosten des minimalen Spannbaum sind kleiner als die
kosten der optimalen Rundreise Ropr:

cost(H) < (1 - |\1/|> - cost(RopT)
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Der Christofides-Algorithmus

Approximationsalgorithmen fiir ATSP
Beweis fiir die Giite von 2APPR

2APPR besitzt eine relative Giite von 2:

» Die Kosten des minimalen Spannbaum sind kleiner als die
kosten der optimalen Rundreise Ropr:

cost(H) < (1 - |\1/|> - cost(RopT)

» Durch das iiberspringen von Kanten wird die Strecke nicht
langer (Dreickesungleichung):

cost (A(x)) < 2 - cost(H) < 2 - cost(RopT)
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Der Christofides-Algorithmus

Approximationsalgorithmen fiir ATSP
Christofides

Sei H ein minimaler Spannbaum von G
Sei V,, die Menge aller Knoten in H mit ungeradem Grad
Sei M ein leichtestes Matching aller Knoten in V,,

vV v. v Y

Berechne eine Eulertour auf H U M; iiberspringe doppelte
Knoten

» Approximationsgiite % folgt aus der Minimalitat des
Spannbaums und des leichtesten Matchings sowie der
Dreiecksungleichung
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Der Christofides-Algorithmus

Approximationsalgorithmen fiir ATSP

Beweis fiir die Giite von Christofides

Die Kosten des leichtesten Matchings sind kleiner als % - Ropr:
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Der Christofides-Algorithmus

Approximationsalgorithmen fiir ATSP

Beweis fiir die Giite von Christofides

Christofides besitzt eine relative Giite von %:
» Die Kosten des minimalen Spannbaum sind kleiner als die

kosten der optimalen Rundreise Ropr
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Beweis fiir die Giite von Christofides

Christofides besitzt eine relative Giite von %:
» Die Kosten des minimalen Spannbaum sind kleiner als die

kosten der optimalen Rundreise Ropr

» Die Kosten des leichtesten Matchings sind kleiner als % - Rop
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Der Christofides-Algorithmus

Approximationsalgorithmen fiir ATSP

Beweis fiir die Giite von Christofides

Christofides besitzt eine relative Giite von %:
» Die Kosten des minimalen Spannbaum sind kleiner als die

kosten der optimalen Rundreise Ropr
» Die Kosten des leichtesten Matchings sind kleiner als % - Rop

» Durch das iiberspringen von Kanten wird die Strecke nicht
langer (Dreickesungleichung):

cost (A(x)) =< cost(H) + cost(M) < = - cost(Ropr)

N W
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Approximationsalgorithmen fiir ATSP Der 2APPR

Der Christofi

Approximationsalgorithmen fiir ATSP
Wichtige Bemerkung

» Die Algorithmen selbst haben die Dreiecksungleichung nicht
verwendet. Lediglich die Abschatzung der Approximationsgiite
verwendet die A-Ungleichung!
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Definition
Abstandsfunktionen fiir ATSP
APPR und Christofides

Stabilitat von Approximationsalgorithmen Stabilitat von
Ausblick: Der PMCA-Algorithmus

Gliederung

Stabilitdt von Approximationsalgorithmen
Definition
Abstandsfunktionen fiir ATSP
Stabilitat von 2APPR und Christofides
Ausblick: Der PMCA-Algorithmus
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Definition

Stabilitat von Approximationsalgorithmen

Stabilitat von Approximationsalgorithmen
Definition 1/2

» Definition nach [1]
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Definition
Abstandsfunktionen fiir ATSP

Stabilitat von Approximationsalgorithmen Stabili APPR und Christofides
Ausblick: Der PMCA-Algorithmus

Stabilitat von Approximationsalgorithmen
Definition 1/2

» Definition nach [1]

> Sei Ly eine Spezialisierung des (Optimierungs)Problems L
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Definition
Abstandsf fiir ATSP

Stabilitat von Approximationsalgorithmen Stabilitz d Christofides
Ausblick: De ACA-Algorithmus

Stabilitat von Approximationsalgorithmen
Definition 1/2
» Definition nach [1]
> Sei Ly eine Spezialisierung des (Optimierungs)Problems L

> Sei Ay(x) ein Approximationsalgorithmus fiir L, mit relativer
Giite 5¢
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Stabilitat von Approximationsalgorithmen a p nd Christofides
gorithmus

Stabilitat von Approximationsalgorithmen
Definition 1/2
» Definition nach [1]
> Sei Ly eine Spezialisierung des (Optimierungs)Problems L

> Sei Ay(x) ein Approximationsalgorithmus fiir L, mit relativer
Giite 5¢>
> Sei hy(x) eine Abstandsfunktion fiir die gilt:
» he(x) =0 fiir x € Ly
> hg(x) effizient berechenbar
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Definition
Abstandsfunk fiir ATSP

Stabilitat von Approximationsalgorithmen Stabi nd Christofides
Ausblick: D Igorithmus

Stabilitat von Approximationsalgorithmen
Definition 1/2

v

Definition nach [1]
Sei Ly eine Spezialisierung des (Optimierungs)Problems L

v

v

Sei Ag(x) ein Approximationsalgorithmus fiir L, mit relativer
Giite 5¢>
Sei hy(x) eine Abstandsfunktion fiir die gilt:

» he(x) =0 fiir x € Ly

> hg(x) effizient berechenbar

v

v

Sei Ly . die Menge aller Probleminstanzen, deren Abstand
(beziiglich hy) kleiner oder gleich r ist:

Lone = {x € L:hy(x) £ 1)
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Definition

Stabilitat von Approximationsalgorithmen

Ausblick: Der

Stabilitat von Approximationsalgorithmen
Definition 2/2

> As(x) heiBt p-stabil beziiglich hy, wenn fiir jedes
r,0S r < pein §,, € R7! existiert, so dass As(x) ein
Approximationsalgorithmus fiir Ly , » mir relativer Giite dy ,
ist.
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Stabilitat von Approximationsalgorithmen a p nd Christofides
gorithmus

Stabilitat von Approximationsalgorithmen
Definition 2/2

> As(x) heiBt p-stabil beziiglich hy, wenn fiir jedes
r,0S r < pein §,, € R7! existiert, so dass As(x) ein
Approximationsalgorithmus fiir Ly , » mir relativer Giite dy ,
ist.

> As(x) heiBt stabil beziiglich hy, wenn A,(x) fiir alle p € R
p-stabil beziiglich hy ist.
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Definition
Abstandsfunk fiir ATSP

Stabilitat von Approximationsalgorithmen Stabi nd Christofides
Ausblick: D Igorithmus

Stabilitat von Approximationsalgorithmen
Definition 2/2

> As(x) heiBt p-stabil beziiglich hy, wenn fiir jedes
r,0S r < pein §,, € R7! existiert, so dass As(x) ein
Approximationsalgorithmus fiir Ly , » mir relativer Giite dy ,
ist.

> As(x) heiBt stabil beziiglich hy, wenn A,(x) fiir alle p € R
p-stabil beziiglich hy ist.

> Ag(x) heiBt instabil beziiglich hy, wenn Ag(x) fiir kein
p € RT p-stabil beziiglich h, ist.
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fiir ATSP

Stabilitat von Approximationsalgorithmen a nd Christofides
Igorithmus

Stabilitat von Approximationsalgorithmen
Definition 2/2

> As(x) heiBt p-stabil beziiglich hy, wenn fiir jedes
r,0S r < pein §,, € R7! existiert, so dass As(x) ein
Approximationsalgorithmus fiir Ly , » mir relativer Giite dy ,
ist.

> As(x) heiBt stabil beziiglich hy, wenn A,(x) fiir alle p € R
p-stabil beziiglich hy ist.

> Ag(x) heiBt instabil beziiglich hy, wenn Ag(x) fiir kein
p € RT p-stabil beziiglich h, ist.

> Ay(x) heiBt (r, f,(n))-quasistabil beziiglich hy, wenn Aj(x)
ein Approximationsalgorithmus fiir Ly , , mir relativer
Giite f,(n) ist.
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Definition
Abstandsfunkti fiir ATSP

Stabilitat von Approximationsalgorithmen Stabilitat von 2 R und Christofides
Ausblick: Der PMCA-Algorithmus

Abstandsfunktionen fir ATSP

Definition

» Funktion DISTijree =

cost(u, v)

max < 0, max —1Luv,weV

cost(u, w) + cost(w, v)
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Definition
Abstandsfunktionen fiir ATSP

Stabilitat von Approximationsalgorithmen Stabilitat von PR und Christofides
Ausblick: Der PMCA-Algorithmus

Abstandsfunktionen fir ATSP

Definition

» Funktion DISTijree =

max < 0, max cost(u, v) —1luv,weV
cost(u, w) + cost(w, v)

> Sei W, ={w1 = u,wy,...,wn = v} ein einfacher Pfad von
u nach v.
Funktion DISTp,n =

max ¢ 0, max M —lLuveV
cost(W,,v)
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Definition
Abstandsfunktionen fiir ATSP

Stabilitat von Approximationsalgorithmen Stabi E und Christofides
Ausblick e CA-Algorithmus

Abstandsfunktionen fir ATSP

Beispiel: Abstandsfunktion DIST¢hree

36
6 6

ololtolotlo
6

17 17

DiSTipree = 0
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Definition
Abstandsfunktionen fiir ATSP
2

Stabilitat von Approximationsalgorithmen Stabi on und Christofides
Ausblick: De CA-Algorithmus

Abstandsfunktionen fir ATSP

Beispiel: Abstandsfunktion DIST¢hree

36
DiSTthree = 35 —1 =1

Florian Forster Rundreiseproblem und Stabilitdt von Approximationsalg.



Definition
Abstandsfunktionen fiir ATSP

Stabilitat von Approximationsalgorithmen Stabi E und Christofides
Ausblick e CA-Algorithmus

Abstandsfunktionen fir ATSP

Beispiel: Abstandsfunktion DIST¢hree

36
6 6

_1_0\1(6) 1

17

DiISTihree = ¥ —1 =1

~lw
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Definition
Abstandsfunktionen fiir ATSP

Stabilitat von Approximationsalgorithmen Stabi E und Christofides
Ausblick e CA-Algorithmus

Abstandsfunktionen fir ATSP

Beispiel: Abstandsfunktion DIST¢hree

36

DISThree = 3 — 1 =2
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Definition
Abstandsfunktionen fiir ATSP

Stabilitat von Approximationsalgorithmen Stabi E und Christofides
Ausblick e CA-Algorithmus

Abstandsfunktionen fir ATSP

Beispiel: Abstandsfunktion DISTpatn

36
6 6

ololtolotlo
6

17 17

D1STpath = 0
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Definition
Abstandsfunktionen fiir ATSP

Stabilitat von Approximationsalgorithmen Stabi E und Christofides
Ausblick e CA-Algorithmus

Abstandsfunktionen fir ATSP

Beispiel: Abstandsfunktion DISTpatn

36

DISTpath = 5 — 1 =2
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Definition
Abstandsfunktionen fiir ATSP

Stabilitat von Approximationsalgorithmen Stabi E und Christofides
Ausblick e CA-Algorithmus

Abstandsfunktionen fir ATSP

Beispiel: Abstandsfunktion DISTpatn

36
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Definition
Abstandsfunktionen fiir ATSP

Stabilitat von Approximationsalgorithmen Stabi E und Christofides
Ausblick e CA-Algorithmus

Abstandsfunktionen fir ATSP

Beispiel: Abstandsfunktion DISTpatn
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Definition
fiir ATSP

Stabilitat von Approximationsalgorithmen ilita PR und Christofides
Ausblick: Der PMCA-Algorithmus

Stabilitat von 2APPR und Christofides

Stabilitat beziiglich Di1STpath

» 2APPR und Christofides sind stabil beziiglich D1ST,1,
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Definition
Abstandsfunktionen fiir ATSP

Stabilitat von Approximationsalgorithmen Stabilitat von PR und Christofides
Ausblick: Der PMCA-Algorithmus

Stabilitat von 2APPR und Christofides

Stabilitat beziiglich Di1STpath

» 2APPR und Christofides sind stabil beziiglich D1ST,1,

» Die Kosten des berechneten Hamiltonkreises
Vo — Vi — ... — Vp — Vg sind maximal (1 + r) mal die
Kosten von vg —p vi —p ... —p Vp —p Vo Wobei u —, v der
kurzeste Pfad von u nach v in G ist.
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Definition

Stabilitat von Approximationsalgorithmen

Stabilitat von 2APPR und Christofides

Stabilitat beziiglich Di1STpath

» 2APPR und Christofides sind stabil beziiglich D1ST,1,

» Die Kosten des berechneten Hamiltonkreises
Vo — Vi — ... — Vp — Vg sind maximal (1 + r) mal die
Kosten von vg —p vi —p ... —p Vp —p Vo Wobei u —, v der
kurzeste Pfad von u nach v in G ist.

» 2APPR ist ein (2(1 + r))-Approximationsalgorithmus fiir TSP

» Christofides ist ein (% 1+ r))—Approximationsalgorithmus fiir
TSP
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Definition
Abstandsfunktionen fiir ATSP

Stabilitat von Approximationsalgorithmen Stabilitdt von 2APPR und Christofides
Ausblick: Der PMCA-Algorithmus

Stabilitat von 2APPR und Christofides

Beispiel fiir Christofides mit DISTpaen

36
6 6

ololololo
6

17 17

Abstand bzgl. DISTpa¢n: 8
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Definition
Abstandsfunktionen fiir ATSP

Stabilitat von Approximationsalgorithmen Stabilitdt von 2APPR und Christofides
Ausblick: Der PMCA-Algorithmus

Stabilitat von 2APPR und Christofides

Beispiel fiir Christofides mit DISTpaen

36
6 6

0-1—-0—1-0-1—0—1-0
6

17 17

Abstand bzgl. DISTpa¢n: 8
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Definition
Abstandsfunktionen fiir ATSP

Stabilitat von Approximationsalgorithmen Stabilitdt von 2APPR und Christofides
Ausblick: Der PMCA-Algorithmus

Stabilitat von 2APPR und Christofides

Beispiel fiir Christofides mit DISTpaen

36

1_0_1_0_1_0_1
6

17 17

Abstand bzgl. DISTpa¢n: 8
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Definition
Abstandsfunktionen fiir ATSP

Stabilitat von Approximationsalgorithmen Stabilitat von PR und Christofides
Ausblick: Der PMCA-Algorithmus

Stabilitat von 2APPR und Christofides

Beispiel fiir Christofides mit DISTpaen

36

1_0_1_0_1_0_1
6

17 17

Abstand bzgl. DISTpa¢n: 8
Losung von Christofides: 40
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Definition
Abstandsfunktionen fiir ATSP

Stabilitat von Approximationsalgorithmen Stabilitat von PR und Christofides
Ausblick: Der PMCA-Algorithmus

Stabilitat von 2APPR und Christofides

Beispiel fiir Christofides mit DISTpaen 3 6

17 17

Abstand bzgl. DISTpa¢n: 8
Losung von Christofides: 40
Optimale Rundreise: 20
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Definition
Abstandsfunktionen fiir ATSP

Stabilitat von Approximationsalgorithmen Stabilitdt von 2APPR und Christofides
Ausblick: Der PMCA-Algorithmus

Stabilitat von 2APPR und Christofides

Stabilitat beziiglich D1STihree

» Jeder Pfad p mit m Kanten in G kann durch eine einzige
Kante e mit

cost () < (1 + r)°& ™. cost (p)

ersetzt werden.
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Definition
Abstandsfunktionen fiir ATSP

Stabilitat von Approximationsalgorithmen Stabilitat von PR und Christofides
Ausblick: Der PMCA-Algorithmus

Stabilitat von 2APPR und Christofides

Stabilitat beziiglich D1STihree

» Jeder Pfad p mit m Kanten in G kann durch eine einzige
Kante e mit

cost () < (1 + r)°& ™. cost (p)

ersetzt werden.
1 1 1 1 1 1 1 1

O O O O O O O O O
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Definition
Abstandsfunktionen fiir ATSP

Stabilitat von Approximationsalgorithmen Stabilitdt von 2APPR und Christofides
Ausblick: Der PMCA-Algorithmus

Stabilitat von 2APPR und Christofides

Stabilitat beziiglich D1STihree

» Jeder Pfad p mit m Kanten in G kann durch eine einzige
Kante e mit

cost () < (1 + r)°& ™. cost (p)

ersetzt werden.

O O 0

2(1+r) 2(1+r) 2(1+r) 2(1+r)
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Definition
Abstandsfunktionen fiir ATSP

Stabilitat von Approximationsalgorithmen Stabilitat von PR und Christofides
Ausblick: Der PMCA-Algorithmus

Stabilitat von 2APPR und Christofides

Stabilitat beziiglich D1STihree

» Jeder Pfad p mit m Kanten in G kann durch eine einzige
Kante e mit

cost () < (1 + r)°& ™. cost (p)

ersetzt werden.

o O O

4(1+r)"2 4(1T+1)A2
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Definition
Abstandsfunktionen fiir ATSP

Stabilitat von Approximationsalgorithmen Stabilitat von PR und Christofides
Ausblick: Der PMCA-Algorithmus

Stabilitat von 2APPR und Christofides

Stabilitat beziiglich D1STihree

» Jeder Pfad p mit m Kanten in G kann durch eine einzige
Kante e mit

cost () < (1 + r)°& ™. cost (p)

ersetzt werden.

o o o0 o O O O

8(1+r)"3
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Definition

Stabilitat von Approximationsalgorithmen

Stabilitat von 2APPR und Christofides

Stabilitat beziiglich D1STihree

» Jeder Pfad p mit m Kanten in G kann durch eine einzige
Kante e mit

cost () < (1+ )& ™1 . cost (p)

ersetzt werden.
> 2APPR ist (r,z (1 + r)ltoe2 ”1)—quasistabil beziiglich DIST¢phree

» Christofides ist (r, 3(1+r) [log "U—quasistabil beziiglich
DISTthree
» 2APPR und Christofides sind instabil beziiglich Disti e
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Definition
Abstandsfunktionen fiir ATSP

Stabilitat von Approximationsalgorithmen Stabilitdt von 2APPR und Christofides
Ausblick: Der PMCA-Algorithmus

Stabilitat von 2APPR und Christofides

Beispiel fiir Christofides mit DIST¢hree

36

17 17

Abstand bzgl. DIST¢pree: 2
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Definition
Abstandsfunktionen fiir ATSP

Stabilitat von Approximationsalgorithmen Stabilitdt von 2APPR und Christofides
Ausblick: Der PMCA-Algorithmus

Stabilitat von 2APPR und Christofides

Beispiel fiir Christofides mit DIST¢hree

36

17 17

Abstand bzgl. DIST¢pree: 2
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Definition
Abstandsfunktionen fiir ATSP

Stabilitat von Approximationsalgorithmen Stabilitdt von 2APPR und Christofides
Ausblick: Der PMCA-Algorithmus

Stabilitat von 2APPR und Christofides

Beispiel fiir Christofides mit DIST¢hree 3 6

17 17

Abstand bzgl. DIST¢pree: 2
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Definition
Abstandsfunktionen fiir ATSP

Stabilitat von Approximationsalgorithmen Stabilitat von PR und Christofides
Ausblick: Der PMCA-Algorithmus

Stabilitat von 2APPR und Christofides

Beispiel fiir Christofides mit DIST¢hree

36

1_0_1_0_1_0_1
6

17 17

Abstand bzgl. DIST¢pree: 2
Losung von Christofides: 40
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Definition
Abstandsfunktionen fiir ATSP

Stabilitat von Approximationsalgorithmen Stabilitat von PR und Christofides
Ausblick: Der PMCA-Algorithmus

Stabilitat von 2APPR und Christofides

Beispiel fiir Christofides mit DIST¢hree 3 6

17 17

Abstand bzgl. DIST¢pree: 2
Losung von Christofides: 40
Optimale Rundreise: 20
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Definition
Abstandsfunktionen fiir ATSP

Stabilitat von Approximationsalgorithmen Stabilitat von 2APPR und Christofides
Ausblick: Der PMCA-Algorithmus

Der PMCA-Algorithmus

Ein stabiler Algorithmus beziiglich D1STihyee

» In [1] wird der PMCA-Algorithmus vorgestellt
» Der Algorithmus ist stabil beziiglich D1STyyee

» Erreicht wird das durch ein ,, Pfad-Matching" und trickreiche
» Abkiirzungen”

» Die Approximationsgiite ist 3 (1 + r)?, die Laufzeit O(n3)
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Fazit 1/2

Das Rundreiseproblem

» Das allgemeine TSP kann man nicht gut approximieren
» Fiir das ATSP gibt es gute Approximationsalgorithmen

» Die Algorithmen verwenden die Dreiecksungleichung nicht,
lediglich die Abschatzung braucht sie
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Fazit 2/2

Stabilitat von Approximationsalgorithmen

» 2APPR und Christofides sind stabil beziiglich D1ST,,1, aber
instabil beziiglich DISTjee

» 2APPR und Christofides sind quasistabil beziiglich D1ST¢pree

» Mit PMCA existiert ein Approximationsalgorithmus fiir ATSP
der stabil beziiglich DI1ST¢jyee ist
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